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Fig. 1. Le sujet en une image – L’homologie persistante est un outil théorique puissant, qui permet en pratique d’introduire une
mesure de bruit sur les structures topologiques, comme les singularités (sphères de couleur) dans cet exemple de carte d’élévation.
Cette mesure de bruit, appelée persistance, permet de visualiser et de mesurer des structures topologiques à plusieurs échelles
d’importance et d’extraire efficacement et avec précision les structures d’intérêt dans un jeu de données. La persistance est souvent
associée au diagramme de persistance (à droite sur ces exemples), qui donne une représentation visuelle de la distribution des
structures topologiques (ici des singularités) en fonction de leur plage de valeur dans les données. Ces diagrammes, grâce à leur
stabilité [10], jouent un rôle central en analyse topologique de données: ils constituent en effet une représentation réduite des données
particulièrement pertinente, qui capture les structures les plus importantes des données. Ainsi, il est possible dans de nombreuses
applications d’effectuer des analyses avancées directement sur le diagramme plutôt que sur les données initiales, qui sont en général
plusieurs ordres de grandeur plus volumineuses. Dans de nombreuses applications, il est nécessaire de regrouper par similarité
des jeux de données (clustering). Dans ce cadre, il serait très efficace en temps d’effectuer ce clustering sur les diagrammes de
persistance plutôt que sur les données initiales. La plupart des algorithmes de clustering ont recours au calcul de barycentres entre
jeux de données (c’est le cas du k-means). Cependant, il n’existe pas de manière établie de calculer un barycentre entre plusieurs
diagrammes de persistance (de calculer un diagramme de persistance moyen). Dans ce stage, nous souhaitons répondre à ce
problème en définissant des barycentres de diagrammes de persistance, afin de re-grouper entre eux des diagrammes similaires,
soit dans l’exemple ci-dessus, de regrouper les diagrammes A, B et C dans une même classe (deux gaussiennes) et d’affecter le
diagramme D à une seconde classe (quatre gaussiennes).

1 CONTEXTE

L’analyse topologique de données (TDA) [8, 13, 29, 34, 35] est une
discipline à cheval entre informatique et mathématiques appliquées qui
propose d’analyser des données complexes au vu de leur structure, de
leur topologie [28]. Elle connait un essor important depuis quelques
années, dû principalement à ses succès récents en data science [29, 35]
et en machine learning [7].

Parmi les différents outils d’analyse développés en TDA (comme le
graphe de Reeb [19, 30, 40], le complexe de Morse-Smale [16, 21, 27],
etc...), l’homologie persistante [13, 14] est un outil fondamental qui
propose de mesurer l’importance des structures topologiques (com-
posantes connexes, cycles, cavités, etc.) selon leur durée de vie (leur
plage de valeur dans les données). Cette théorie permet d’introduire
une mesure de bruit sur les structures topologiques, appelée persistance,
dont la stabilité a été démontrée d’un point de vue théorique [10], et
qui permet en pratique de distinguer avec efficacité et précision les
structures d’intérêt du bruit. L’efficacité pratique de l’homologie per-
sistante a été documentée dans de nombreuses applications, comme en
imagerie médicale [2, 6], en biologie cellulaire [22], en mécanique
des fluides [9, 18, 24, 36], en physique des matériaux [15, 23, 26],
en combustion [4, 5, 20, 25], en chimie moléculaire [3, 17], en astro-
physique [32, 33], en traitement de surfaces [37, 39, 41, 42] ou encore
en monitoring de simulations numériques haute-performance [31].

2 PROBLÈME SCIENTIFIQUE

Les données considérées sont typiquement représentées sous la forme
d’une fonction scalaire linéaire par morceaux f : M →R, associant une
valeur réelle à chaque sommet d’une triangulation M , qui représente
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un objet géométrique 2D ou 3D. En pratique, f représente dans les
applications des niveaux de concentrations [15], des potentiels [17], des
intensités [2], des températures [5], etc. Les sous-ensembles de niveau
f−1
−∞(i) sont définis comme la pré-image de l’intervalle ouvert ]−∞, i[

sur M . Simplement, il s’agit de l’ensemble des points de l’objet au
dessous d’une certaine valeur i. Quand i augmente, f−1

−∞(i) change
de topologie en un nombre fini de configurations: ses nombres de
Betti [43] (nombres de composantes connexes, de cycles indépendants,
de cavités, etc...) changent sur des points singuliers, appelés points
critiques (sphères de couleur, Fig. 1). Chaque structure topologique
de f−1

−∞(i) est donc créée sur un premier point critique à une valeur
i, puis détruite sur un second point critique à une valeur j > i. Le
diagramme de persistance D( f ) [10, 14] (Fig. 1) est une représentation
graphique de ce processus, où chaque classe d’homologie persistante
(chaque structure topologique) est représentée par une barre verticale
pour laquelle la cordonnée en abscisse correspond à la valeur i et les
extrémités en ordonnées correspondent à i et j. La persistance de la
classe est donnée par | j− i|. Dans ce diagramme, le bruit topologique
apparait donc sous la forme de petites barres, proche de la diagonale
(| j− i| → 0), voir [34].

Dans ce stage, nous souhaitons mettre au point un algorithme de
clustering d’ensemble de diagrammes de persistance, afin de regrouper
des diagrammes similaires (et donc des jeux de données similaires) au
sein d’une même classe. Un ingrédient essentiel des algorithmes de
clustering est le calcul du barycentre d’un ensemble. Or, il n’existe pas
de manière établie de calculer un barycentre entre plusieurs diagrammes
de persistance (de calculer un diagramme de persistance moyen).

Parmi les pistes possibles, nous souhaitons étendre des résultats
récents des densités de probabilités vers les diagrammes de persistance,
notamment avec la notion de barycentre de Wassertein [12].

Dans un diagramme, la distance entre deux points a et b (deux
sphères, Fig. 1) peut être donnée par la norme Lp (où 2 est une valeur



usuelle du paramètre p):

dp(a,b) = p
√

(ax−bx)p +(ay−by)p (1)

Ensuite, la distance de Wassertein entre deux diagrammes D( f ) et
D(g), notée dW

p , est donnée par:

dW
p
(
D( f ),D(g)

)
= min

φ∈Φ
p

√
∑

x∈D( f )

(
dp
(
x,φ(x)

))p
(2)

où Φ représente l’ensemble de toutes les mises en correspondance
possibles entre les structures du diagramme D( f ) et celle de D(g).
Simplement, cette mesure repose sur une mise en correspondance
optimale entre les barres des diagrammes, et mesure ensuite la distance
entre diagrammes comme la somme des distances entre barres mises
en correspondances par φ .

Etant donné un ensemble de diagrammes de persistance D =
{D( f0),D( f1), . . . ,D( fn)}, le barycentre de Wasserstein D( f )∗ de
D pourrait être introduit comme la moyenne de Fréchet de la distance
de Wasserstein:

D( f )∗ = argmin
D( f )∈P

∑
D( fi)∈D

dW
p
(
D( f ),D( fi)

)
(3)

où P représente l’ensemble de tous les diagrammes de persistance possi-
bles. Simplement, le barycentre de Wasserstein est défini ici comme un
diagramme étant au plus proche, au sens de la distance de Wasserstein,
de tous les diagrammes de D. Pour résoudre ce problème d’optimisation
difficile, nous proposons d’étendre les travaux sur les densités de proba-
bilités [12] aux diagrammes de persistance, notamment en considérant
des techniques de quantification [1].

3 PERSPECTIVES

Ce stage est proposé dans l’optique d’une poursuite en thèse de doctorat
sur le thème de l’analyse topologique de données haute performance.
Ce sujet a été sélectionné comme thème possible pour une thèse CIFRE
(co-encadrée par Julien Tierny et Julien Jomier, démarrage prévu fin
2018) dans le cadre d’un partenariat entre l’UPMC et Kitware [47], une
société majeure dans le logiciel open-source (CMake [45], CDash [44],
VTK [49], ITK [46], ParaView [48]) et la data science.

De manière plus générale, ce stage et sa possible poursuite en thèse
apporteront un bagage de compétences scientifiques et techniques
pointues et recherchées dans le domaine de la data science et de
l’analyse et de la visualisation interactive de données scientifiques
(TDA, TTK [38], ParaView [48]). Il constitue donc une expérience
fortement valorisable pour accéder à des fonctions R&D sur ces thèmes,
dans le monde académique comme industriel (Kitware, EDF, Total,
CEA, etc.).

4 ORGANISATION DU STAGE

Le stage pourra se dérouler selon les étapes suivantes:

1. Etudier la bibliographie existante sur:

• l’analyse topologique de données [13, 34];

• les distances et barycentres de Wasserstein pour les densités
de probabilité [11, 12];

• la quantification de diagrammes de persistance [1].

2. Imaginer et mettre en oeuvre un algorithme efficace de calcul de
barycentres entre diagrammes de persistance;

3. Valider l’approche d’un point de vue expérimental, dans des ap-
plications de clustering de données d’ensembles, sur une variété
de jeux de données pratiques provenant de divers contextes appli-
catifs.

Les programmes d’expérimentation seront écrits en C++, sous
la forme de modules pour la plate-forme open-source d’analyse
topologique de données “Topology ToolKit” (TTK) [38] (intégrée à
ParaView [48]).

Le stage peut durer de 16 à 24 semaines, selon les disponibilités
du stagiaire. Il s’agit d’un stage rémunéré (rémunération académique
standard, environ 500 euros par mois).

5 PROFIL

Nous recherchons un(e) étudiant(e) très motivé(e)! Curiosité, ouverture
d’esprit, créativité, et ténacité sont les aptitudes de caractère que nous
recherchons. Ce stage s’adresse aux étudiants en dernière année de
master en informatique ou mathématiques appliquées (et domaines
connexes) ou aux étudiants en dernière année d’école d’ingénieurs. Le
stagiaire devra être à l’aise avec la programmation en C++, ou motivé
pour le devenir. Un intérêt pour la 3D, la géométrie, la topologie et
plus généralement pour les mathématiques et l’informatique est requis.

6 LIEU

Ce stage aura lieu au sein du département Calcul Scientifique du
laboratoire d’informatique (LIP6) de Sorbonne Université, en plein
coeur de Paris (arrêt Jussieu, lignes 7 et 10). Il sera encadré par
Julien Tierny, chercheur au CNRS, expert en analyse topologique de
données pour la visualisation et l’analyse de données scientifiques
(http://lip6.fr/Julien.Tierny).

7 CANDIDATURES

Nous invitons les candidat(e)s à nous faire parvenir leur lettre
de candidature accompagné d’un CV mis à jour à Julien Tierny
(julien.tierny@lip6.fr). Nous vous encourageons à nous contacter par
email pour toute question ou pour discuter davantage du sujet.
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