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FIGURE 1. Le sujet en une image – (a) L’analyse topologique de données permet de calculer des représentations structurelles concises
de données complexes, comme le graphe de Reeb dans cet exemple (squelette blanc). Etant donné une base de jeux de données (3
tores de couleurs dans cet exemple), il est fréquent dans les applications de ne stocker que la représentation topologique (le graphe de
Reeb) afin de réduire l’espace de stockage requis, tout en permettant des analyses sophistiquées a posteriori. Ainsi, chaque nouveau
jeu de données (b) est tout d’abord réduit sous une forme topologique (c). Pour réduire encore davantage l’espace de stockage
requis, nous souhaitons dans ce stage concevoir et mettre en oeuvre des approches par dictionnaires (d) permettant d’exprimer toute
nouvelle représentation topologique (au centre) par combinaison d’exemples connus (sommets du triangle pointillé), appelés atomes.
En particulier, nous nous intéresserons dans le cadre de ce stage au diagramme de persistence (signature topologique plus simple
que le graphe de Reeb) et considérerons des applications à la réduction de dimension, au sous-échantillonnage temporel ou encore à
la comparaison de séquences de signatures topologiques.

1 CONTEXTE

L’analyse topologique de données (TDA) [9, 14, 38, 47, 48] est une
thématique à cheval entre informatique et mathématiques appliquées,
qui propose d’extraire, de mesurer et de comparer des informations
structurelles cachées au sein de données complexes. Elle repose sur des
concepts de topologie [36] documentés dans des livres de référence [14]
et connaît un essor important depuis quelques années, dû principalement
à ses succès récents en data science [13, 38, 48] et en machine learning
[8, 12], ainsi qu’aux développements open-source récents la mettant en
oeuvre [1, 51].

L’analyse topologique de données repose aujourd’hui sur une boîte
à outils de représentations topologiques de données (comme le dia-
gramme de persistance [14, 15], le graphe de Reeb [20–23, 39, 53], le
complexe de Morse-Smale [17, 25, 33]) dont la concision et la perti-
nence pratique ont été documentées dans de nombreuses applications,
comme en imagerie médicale [2, 7], en biologie cellulaire [26], en
mécanique des fluides [6, 10, 19, 29, 44, 49], en physique des maté-
riaux [16, 27, 32, 43], en combustion [4, 5, 24, 31], en chimie molé-
culaire [3, 18, 37], en astrophysique [42, 46], en traitement de sur-
faces [50, 52, 54, 57], en compression [45] ou encore en monitoring de
simulations numériques haute-performance [40].

Comme illustré Figure 1(a), dans les applications, les données sont
parfois stockées sur disque uniquement sous la forme de leur représen-
tation topologique (par exemple le graphe de Reeb), afin de réduire
l’espace de stockage requis, tout en permettant des analyses sophisti-
quées a posteriori. Ainsi, chaque nouveau jeu de données (Figure 1(b))
est tout d’abord réduit sous une forme topologique (Figure 1(c)). Dans
ce stage, nous souhaitons réduire encore davantage l’espace de sto-
ckage requis en concevant et mettant en oeuvre des approches par
dictionnaires (Figure 1(d)). L’idée consiste à exprimer chaque nou-
velle représentation topologique (au centre, Figure 1(d)) comme une
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combinaison d’exemples connus (appelés atomes, sommets du triangle,
Figure 1(d)) et à ne sauvegarder le nouvel objet topologique que sous
la forme des coefficients de mélange de cette combinaison. Ce type
d’approche ouvrirait de nombreuses applications en analyse et visua-
lisation de données, notamment pour la réduction de dimension, le
sous-échantillonnage temporel ou encore la comparaison de séquences
de signatures topologiques. Dans ce stage, nous nous focaliserons dans
un premier temps sur le diagramme de persistance [14, 15] (représenta-
tion topologique simple), avant de considérer des représentations plus
complexes en perspectives, par exemple en thèse de doctorat. Comme
détaillé ci-dessous, les idées que nous souhaitons développer dans
ce stage reposent sur des concepts d’analyse topologique de données
associés à des outils issus du transport optimal [28, 34].

2 PROBLÈME SCIENTIFIQUE

Diagramme de persistance : Les données considérées en entrée
sont fournies de manière générique sous la forme d’une fonction sca-
laire linéaire par morceaux f : M → R, associant une valeur réelle à
chaque sommet d’une triangulation M (qui représente par exemple
un objet 3D, Figure 1). En pratique, f représente dans les applications
des estimations de densité [12], des niveaux de concentrations [16],
des potentiels [18], des intensités [2], des températures [5], etc. Les
sous-ensembles de niveau f−1

−∞(i) sont définis comme la pré-image de
l’intervalle ouvert ]−∞, i[ sur M . Simplement, il s’agit de l’ensemble
des points de l’objet au dessous d’une certaine valeur i. Quand i aug-
mente, f−1

−∞(i) change de topologie en un nombre fini de configurations :
ses nombres de Betti [14, 58] (nombres de composantes connexes, de
cycles indépendants, de cavités, etc...) changent sur des points singu-
liers, appelés points critiques (sphères de couleur, Figure 2). Chaque
structure topologique de f−1

−∞(i) est donc créée sur un premier point
critique à une valeur i, puis détruite sur un second point critique à une
valeur j > i. Le diagramme de persistance D( f ) [11, 15] (Figure 2) est
une représentation graphique de ce processus, où chaque classe d’ho-
mologie persistante (chaque structure topologique) est représentée par
une barre verticale pour laquelle la cordonnée en abscisse correspond à
la valeur f (i) et les extrémités en ordonnées correspondent à i et j. La
persistance de la classe est donnée par | j− i|. Dans ce diagramme, le
bruit topologique apparait donc sous la forme de petites barres, proche



FIGURE 2. Le diagramme de persistance [14,15] est une signature topo-
logique de donnée simple, sur laquelle nous nous focaliserons pendant
ce stage. Elle permet de réduire les données en entrée (image en ni-
veau de gris, illustrée par un terrain, (a)) en un nuage de points 2D
(diagramme sur la droite) représentant par un point chaque structure
topologique (composante connexe, cycle, cavité, etc.) observée dans les
données, en fonction de son importance dans les données (distance à la
diagonale). Cette représentation permet de résumer de manière concise
les structures principales présentes dans un jeu de données et présente
des propriétés de stabilité intéressante en présence de bruit (b), où les
structures bruitées vont typiquement être localisées prêt de la diagonale.

de la diagonale (| j− i| → 0), voir [47].

Distance de Wasserstein entre diagrammes : Dans un diagramme,
la distance entre deux points a et b (deux sphères, Figure 2) peut être
donnée par la norme Lp (où 2 est une valeur usuelle du paramètre p) :

dp(a,b) = p
√

(ax−bx)p +(ay−by)p (1)

Ensuite, la distance de Wassertein entre deux diagrammes D( f ) et
D(g), notée dW

p , est donnée par :

dW
p
(
D( f ),D(g)

)
= min

φ∈Φ
p

√
∑

x∈D( f )

(
dp
(
x,φ(x)

))p
(2)

où Φ représente l’ensemble des mises en correspondance possibles
entre les structures des diagrammes D( f ) et D(g) (incluant les pos-
sibles projections des structures de D( f ) sur la diagonale de D(g) et
réciproquement). Simplement, cette mesure repose sur une mise en
correspondance optimale entre les barres des diagrammes, et mesure
ensuite la distance entre diagrammes comme la somme des distances
entre barres mises en correspondance par φ . Cette distance peut être
calculée rapidement, de manière exacte [35, 44] ou approchée [30, 56].

Dictionnaires de diagrammes : Etant donné un ensemble F =
{D( f1),D( f2), . . . ,D( fN)} de diagrammes de persistance, il est pos-
sible d’introduire un barycentre de Wasserstein de l’ensemble, comme
étant sa moyenne de Fréchet :

D∗(α1,α2, . . . ,αN) = argmin
D∈D

p

√
∑

D( fi)∈F
αi dW

p

((
D ,D( fi)

))p
. (3)

Plusieurs algorithmes [55, 56] existent pour la minimisation de
l’Équation 3, dans le cas où p = 2 et αi = 1 pour tout i, et des im-
plémentations open-source sont disponibles [51].

Si l’on considère que F est un dictionnaire, et les diagrammes D( fi)
en sont les atomes, alors exprimer un nouveau diagramme D( f ) étant
donné ce dictionnaire revient à trouver un jeu de coefficients de mélange
(α∗1 ,α

∗
2 , . . . ,α

∗
N) tel que :

(α∗1 ,α
∗
2 , . . . ,α

∗
N) = argmin

(α1,α2,...,αN)∈RN
dW

p
(
D( f ),D∗(α1,α2, . . . ,αN)

)
. (4)

Alors, tout nouveau diagramme D( f ) peut être encodé de manière
fiable, avec seulement un jeu de N coefficients (solutions de l’équa-
tion 4) et une version approchée de D( f ) peut être reconstruite à la
demande en estimant D∗(α∗1 ,α

∗
2 , . . . ,α

∗
N) (Équation 3). Par ailleurs,

afin d’améliorer la qualité de cette reconstruction, les atomes du dic-
tionnaires peuvent également être optimisés, i.e. en faisant varier les

diagrammes D( f1),D( f2), . . . ,D( fN) dans l’espace des diagrammes
D (en s’écartant alors des exemples de départ fournis en entrée).

Dans ce stage, nous voulons explorer de manière pratique et théo-
rique les différentes stratégies possibles d’optimisation des coefficients
de mélange et des atomes du dictionnaire. Un point de départ pos-
sible consiste à dériver une approche existante pour l’apprentissage
par dictionnaire basée sur le transport optimal entre images [41]. Nous
étudierons aussi la possibilité de borner l’erreur de reconstruction.

3 PERSPECTIVES

Ce stage est proposé dans l’optique d’une poursuite en thèse de
doctorat sur le thème de l’analyse topologique de données, dans le
cadre du projet ERC TORI : http://erc-tori.github.io/.

De manière plus générale, ce stage et sa possible poursuite en thèse
apporteront un bagage de compétences scientifiques et techniques poin-
tues et recherchées dans le domaine de la data science et de l’analyse
et de la visualisation de données (TDA, TTK [51], ParaView [59]). Il
constitue donc une expérience fortement valorisable pour accéder à
des fonctions R&D sur ces thèmes, dans le monde académique comme
industriel (Kitware, EDF, Total, CEA, etc.).

4 ORGANISATION DU STAGE

Le stage pourra se dérouler selon les étapes suivantes :

1. Etudier la bibliographie existante sur :
— l’analyse topologique de données [14, 47] ;
— la distance de Wassertein entre diagrammes [11, 30, 44] ;
— les barycentres de Wasserstein de diagrammes [55, 56]
— les approches par dictionnaire basées sur le transport optimal

entre images [41]

2. Imaginer et mettre en oeuvre un algorithme d’optimisation de
coefficients de mélange ;

3. Imaginer et mettre en oeuvre un algorithme d’optimisation
d’atomes ;

4. Valider l’approche d’un point de vue expérimental sur une variété
de jeux de données pratiques provenant de divers contextes
applicatifs, notamment dans le cadre d’appariement de structures
au cours du temps.

Les programmes d’expérimentation seront écrits en C++, sous la
forme de modules pour la plate-forme open-source d’analyse topolo-
gique de données “Topology ToolKit” (TTK) [51] (intégrée à Para-
View [59]).

Le stage peut durer de 16 à 24 semaines, selon les disponibilités
du stagiaire, à partir du 5 Avril 2021. Il s’agit d’un stage rémunéré
(gratification académique standard, prise en charge partielle des frais
de transport).

5 PROFIL

Nous recherchons un(e) étudiant(e) très motivé(e) ! Curiosité, ouver-
ture d’esprit, créativité, et ténacité sont les aptitudes de caractère que
nous recherchons. Ce stage s’adresse aux étudiants en dernière année
de master en informatique ou mathématiques appliquées (et domaines
connexes) ou aux étudiants en dernière année d’école d’ingénieurs. Le
stagiaire devra être à l’aise avec la programmation en C++, ou motivé
pour le devenir. Un intérêt pour la 3D, la géométrie, la topologie et plus
généralement pour les mathématiques et l’informatique est requis.

6 LIEU

Ce stage aura lieu au laboratoire d’informatique (LIP6) de Sorbonne
Université, en plein coeur de Paris (arrêt Jussieu, lignes 7 et 10). Il sera
encadré par Julien Tierny (chercheur au CNRS, expert en méthodes
topologiques pour l’analyse et la visualisation de données, https://julien-
tierny.github.io/) et Julie Delon (professeure à l’UniversitÃ© de Paris,
up5.fr/delon, experte en transport optimal pour l’imagerie).

http://erc-tori.github.io/
https://julien-tierny.github.io/
https://julien-tierny.github.io/


7 CANDIDATURES

Nous invitons les candidat(e)s à nous faire parvenir leur lettre de
candidature accompagnée d’un CV mis à jour à Julien Tierny et Julie
Delon (julien.tierny@sorbonne- universite.fr, julie.delon@u-paris.fr).
Nous vous encourageons à nous contacter par email pour toute question
ou pour discuter davantage du sujet.
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